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Demonstrarea unor inegalitati se realizeaza prin metoda directa, utilizarea unor inegalitati
celebre, identificarea unei inegalitati care se aplica succesiv pentru toti termenii din inegalitatea
data. Metoda directa presupune efectuarea calculelor si transformarea inegalitatii sub forma unei
sume finite de numere reale nenegative mai mare sau egala cu zero. In alte cazuri se aleg expresii
potrivite pentru variabilele din inegalitati celebre si prin calcul algebric se demonstreaza cerinta.

Lucrarea ofera posibilitatea valorificarii metodei de identificare a unei inegalitati, care prin
aplicarea succesiva pentru toti termenii componenti va facilita obtinerea rezultatelor cerute.

Aplicatii utile pentru consolidarea inegalitatilor
Aplicatia 1.

Daca x,y,z > 0, demonstrati ca
xy vz ZX < XxX+y+z

+ + <
x+y y+z z+x 2
Solutie
Se compara expresia % din membrul stang cu expresia x:—y din membrul drept, unde x,y > 0.

Xy x +
x+y 4

24 Sdxy< (x+y)Poedxy<x?+2xy+y?e0< (x—y)>2

Analog se obtin inegalitatile :
yz Sy+z) Xz Sx+Z
y+z 4 x+z 4
Prin insumarea celor trei inegalitati se obtine:

xy 4 vz 4 zZx <x+y y+z x+z 2(x+y+z) x+y+z
x+y y+z z+x~ 4 4 4 4 B 2 '

Are loc egalitate pentru x=y=z.
Aplicatia 2.
Daca x,y,z > 0, demonstrati ca

1 1 1 1 /1 1 1
+ + s—-(—+—+—).
x+y y+z z+x 2 \x y z

Solutie

- - 1 - A - 1 1 1 .
Se compara expresia porey din membrul stang cu expresia Z'(Z-l_;) din membrul drept, unde

x,y > 0.
1 1,1 1 4xy (x+y)?
< — | = — < < 2 < _ 2-
x+y 4 (x+y>(:)4xy(x+y)_4xy(x+y)(:)4xy_(x+y) S0=(x-y)



Analog se obtin inegalitatile :

1 <1 <1+1> 1 <1 (1+1)
y+z~ 4 \y z/’ z+x~ 4 \z x/

Prin insumarea celor trei inegalitati se obtine:

1 1 1 1,1 1 1,1 1
+ + S—-<—+—>+—-(—+—)+
x+y y+z z+x 4 \x y/ 4 \y z

Are loc egalitate pentru x=y=z.

Aplicatia 3.
Daca x,y,z > 0, demonstrati ca

x2+y? y24+2z2 724+ x?
+ +
x+y y+z zZ+x

=2x+y+z.
Solutie

. . 2+ 2 +
Se demonstreazi ci % >

, unde x,y > 0.

x2+y2>x+y
x+y = 2

S 2x24+2y2>2(x+y) e 2x?+2y2 2 x?+ 2xy+y o (x—y)? > 0.

Analog se obtin inegalitatile :

y2+z2 y+z z2+x? z+x
> , > .
y+z 2 Z+x 2
Prin insumarea celor trei inegalitati se obtine:

x2+y2+y2+zz+zz+x2>x+y ytz z+x 2(x+ty+2z)
x+y y+z z+x 2 2 2 2

=x+y+z.

Are loc egalitate pentru x=y=z.
Aplicatia 4.

Daci a, b,c > 0, demonstrati ca

ab bc ca
2 2 + 2 2 + 2 2 S 1 )
a?+ab+b b2+ bc+c c*+ca+a
Solutie
Se demonstreazaci —2— <1 undea,b>0.
a?+ab+b? 3

a—b<1<=>3ab<a2+ab+b2<=)0<a2—2ab+b2<:>0<(0L—b)2
a?+ab+b% " 3 - - - '

Analog se arata ca



Prin insumarea celor trei inegalitati se obtine:

ab N bc N ca <1+1+ 1
a?+ab+b?> b2+bc+c2 c2+ca+a?>~ 3 3 o

Are loc egalitate pentru a=b=c.
Aplicatia 5.
Daca a, b,c > 0, demonstrati ca

a N b N c <
\/(a+b)-(a+c) \/(b+c)-(b+a) \/(c+a)-(c+b)_

N| W

Solutie
Se utilizeaza inegalitatea dintre media geometrica si media aritmetica.

a_ . _a
a _ , a 4@ _a+b a+c=l( @ a)
J@+b) (a+o a+b a+c” 2 2\a+b a+c/’

Analog se arata ca

b <l(b+b) c <1(c+c)
Jb+o) b+a) 2\b+c bt+a)’  [lcta) - (c+b) 2\ +a c+b/’

Prin insumarea celor trei inegalitati se obtine:

a b c
+ +
\/(a+b)-(a+c) \/(b+c)-(b+a) \/(c+a)-(c+b)
1 ( a N a 4 b 4 b 4 c 4 c )_3
2 \a+b a+c b+c b+a c+a c+b/ 2°

Aplicatia 6.

Daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, demonstrati ca

Va+b—c+Va+c—b+Vvb+c—a<+a++Vb++c.
2 2
Solutie Lema Daca x,y > 0, atunci are loc inegalitatea%s /%

Se aplica Lema pentru x =va+b—csiy=+va+c—b si se demonstreaza cd va+b —c+
Va+c—b < 2+va . Analog se arati ci

Vb+c—a++Vvb+a—c<2Vb,Vc+b—a++c+a—b < 2+/c, apoi se insumeaza cele trei
inegalitati. Egalitatea are loc pentrua = b = c.

Aplicatia 7.

Daci a, b,c > 0, demonstrati ca

a+b b+c cH+a 1 1 1
cz+a2+b2_( )



Solutie Se demonstreaza prin metoda directa , apoi se insumeaza inegalitatile:
a+c>1+1 b+c>1+1 b+a>1+1
c? a> " a ¢’ c2 b2~ b ¢ a* b2 " b a
Aplicatia 8.

Daca x,y,z > 0, demonstrati ca

1 1 1 1 /1 1 1
—~ —~ s—-(—+—+—).
x’+yz y*+xz z?’4+xy” 2 \xy yz zx
Solutie
1 1,1 1 , , ,
x2+yZSZ-(E+E><=)4xyZS(y+z)(x +yz) o 0< (x—2)>2%y+ (x—y)z.
1 <1 (1_+1> 1 <1 (1-F1) 1 <1 (1-F1)
x>+yz~ 4 \xy xz/)'y?’+xz~ 4 \yx yz/'z2+xy” 4 \zx zy)
Aplicatia 9.

Dacia a, b,c > 0, demonstrati ca

’a ’b ’c
+ + > 2.
b+c c+a a+

Solutie Se aplica inegalitatea dintre media geometrica si media aritmetica.
b+c
b+c b+c 2 1 a+b+c a 2a
= 1< = = / = :
a a 2 2a b+c a+b+c
b 2b c 2c
= , = .
c+a a+b+c Na+b " a+b+c

Lucrarea poate fi un suport teoretic si practic pentru elevii din clasa a 1X-a, util in intelegerea
modalitatilor de deducere a inegalitatilor.
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